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n Cadre général de la mécanique du point

o Cinématique

> En mécanique du point, un systéme de masse m est modélisé par un point M (de méme masse m), situé en son
centre de gravité.

> On repére ce point dans un systéme de coordonnées, parmi les suivants :

Coordonnées polaires
(cylindriques) :

— —
€z

A A

Coordonnées cartésiennes : Coordonnées sphériques :

A

Y = == e
OM=zxe; +ye, +ze. 6—1\7127’6_7?(4-2?;) OM =re,
OM: — r =
Y OM=| ¢ OM=1 0
z . ©
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> Alors on peut définir la vitesse o et son accélération @ comme d'un point comme

H .
v - 9N _ oM

dt

dt

> Pour dériver ces vecteurs dans les autres systemes de coordonnées, on écrit les changements de bases. Prenons
I'exemple des coordonnées polaires :

e_,?:cosﬁe_gg—i—sinee_y> 6_7«>_9€_9>
e = —sinfe; +cosfe, e = —fer

> On peut alors caractériser certaines trajectoires :
- . —
Mouvement rectiligne uniforme @ = 0
Mouvement circulaire En coordonnées polaires :
r=0— 7:T96_9> — 7:—7’926_7?—{—7‘96_5

Mouvement circulaire uniforme En coordonnées polaires :

r=20 . .

{. R SN o

0=0 ~ ~——
v —v/p

> La quantité cinématique qui résume le mouvement de I'objet est la quantité de mouvement :

P =m7

e Dynamique

> Référentiel Galiléen : Il s’agit d'un référentiel privilégié, dans lequel les loi énoncées ci-dessous peuvent s'appli-
quer.

Lois de Newton :
@ Deux référentiels galiléens sont en mouvement rectiligne uniforme |'un par rapport a I'autre

@ La quantité de mouvement peut étre modifiée par ce qu'on appelle des forces ? (Unité
N = kg - m -s~2), selon la loi
d
v _ o R
dt

Cette loi est souvent appelée principe fondamental de la dynamique (PFD).

@ Si un systéme A exerce une force sur B, alors B exerce sur A une force opposée :

Fyoa=—Fap
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> Voici quelques exemples de forces :

Force gravitationnelle d'un objet de masse M placé en I'origine d'un repére sphérique :

P — Mm
Fgrafu = _g72 6_r>
.
Avec G = 6.67 - 107" N - m? - kg—2 la constante universelle de gravitation.

Poids d'un objet a la surface de la Terre, dirigé vers le sol
P=mq

Avec || || = 9.81m - s~2 I'intensité du champ de pesanteur. Il s'agit en réalité de la force gravitationnelle,
simplifiée lorsque I'on se place a la surface terrestre.

Force de rappel d'un ressort de raideur k et de longueur a vide [y, étirer de [ selon I'axe (Ozx) :
_%
Foy=-k(—1)e;

Réaction d’un support sur un objet posé dessus. On peut la décomposer en une partie normale et une partie
tangentielle, mais il n'existe pas de formule générale pour |'exprimer. Il faut appliquer le PFD pour la trouver.

Tension d’un fil sur un objet suspendu. On sait simplement que cette force est dirigée dans |'axe du fil, de méme
que précédemment, son expression dépend du contexte, et est trouvable avec le PFD.

m

—_—
qu(w

@ B

M

St

el
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Exemple du pendule simple :

Systéme : Masse m au bout du fil
Référentiel : Terrestre (supposé galiléen)

O Bilan des forces :

AN AN
; 4 Poids:? m? mg COSGeT—smﬁeg)

» Tensiondu fil : T = -T¢, e,

On peut alors appliquer le principe fondamental de la dynamique

(PDF) :
mﬁz?—i—?

Or ici le mouvement est circulaire puisque le fil reste tendu de longueur
[. Donc on peut écrire

OM =18 — o =16%
= d=-10°c +1lfe]

Alors la projection du PFD selon le vecteur unitaire e donne

mll = —mgsinh — é—i—%sinH:O

G Energie
> On peut multiplier le PFD par la vitesse U’ (produit scalaire), afin de faire apparaitre un bilan de puissance :

mﬁ.ii:ffv
(mvﬁ:?n7

dt
> Alors on appelle énergie cinétique le terme
1 2
Ll
2
Et puissance d’une force ? la grandeur
P—F.7
> Notre expression prend alors la force du théoréeme de I’énergie cinétique :
dE, _p
dt

> On peut ensuite s'intéresser a I'effet d'une force pendant un temps élémentaire dt¢ et étudier la petite variation
d'énergie cinétique dE. qui en découle. Il suffit pour cela de multiplier I'équation précédente par dt :

? dOM

dB, =Pdt=F - S ¢ = F . dOM
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On appelle alors travail élémentaire de la force ? cette quantité

SW=TF .-dOM — dE, = 6W

> Ceci est une expression élémentaire, c'est-a- .

dire décrivant un court instant d¢. Pour ob- W = SWH+eW+W +5W+ ... .
tenir le travail total d'un force le long d'une ] I I ‘ o
trajectoire, il faut sommer tous ces petits tra- 1. 4OM dOM \TZ\:\(\_('\‘()_U;(\_ .-
vaux 0W : LN dOM SR
dOM _w~~
4
W = ow ¥

trajectoire

> On peut alors intégrer la derniére équation le long de la trajectoire :
dE, = oW :f> AE. =W

Cette nouvelle loi est appelée théoreme de I’énergie cinétique. Son interprétation est simple : une variation de
I"énergie cinétique est due au travail des forces.

> A priori, le travail d'une force dépend donc de la trajectoire.

> Il existe cependant un certain type de force trés particulier pour lesquelles cela n'est pas le cas : les forces
conservatives. Leur travail ne dépend alors que des états initial A et final B, pas du chemin suivi!

On peut alors leur associer une quantité appelée énergie potentielle, notée E, de sorte que

W =—-AE, = —(Ey(B) — Ep(A))

> Pendant un déplacement élémentaire dOM, cela revient a écrire que

s
EnlDona F = F, & et dOM = dz 2.

dE dE
— Fdr=-dE, = Fy=-—? — F=_S20g

dx de "
> On trouve une intuition graphique a cette der- E
niére expression, grace a I'exemple de la pesan- 4D
teur :
d
?:—mge_;:—d—(mgz) e, = E,=mgz
z

Donc en fait le profil E,(x) a la méme forme que
le profil z(z). Alors la relation précédente traduit
simplement le fait qu'une balle posée sur un relief
z(x) cherchera toujours a descendre la pente de
E,(x).

v
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> On peut généraliser cette expression en 3D :

dE,  dE, _y dE, _ —
?:— dxp €r— dyp €y— dzp e; =—grad E,

Le gradient grag E, en un point M est un
vecteur dont

P Le sens et la direction suivent la montée
de E,

» La norme indique la valeur de la pente
(raide ou douce)

Ainsi la force pousse dans le sens opposé,
c'est-a-dire vers la diminution de E,.

> Lorsqu'il y a des forces conservatives, on a vu que I'on pouvait écrire W = AL, entre deux points A et B, donc
le théoreme de I'énergie cinétique devient :
AEC =W = _AEp + Wnc
Avec W, le travail des forces non-conservatives. On définit alors |'énergie mécanique du systéme
E,=FE.+E,

De sorte que
AE‘m = Wne
Il s'agit du théoréme de I'énergie mécanique : une variation de I'énergie mécanique est due au travail des

forces non-conservatives.

> On remarque alors que I'on peut définir les états d'équilibre de maniére énergétique. Le systéme est dit en équilibre
si la résultante des forces qu'il subit est nulle :

— dE
?:ﬁ@gradE:ﬁ (dpzo enlD)

x

> Ceci peut se vérifier

» soit en minimum de £, — équilibre stable

d’E,
dx?

>0

» soit en un maximum de £, — équilibre instable

d’E,

L2 <0

La stabilité d'une position d'équilibre (resp. d'instabilité), traduit simplement le fait qu'en écartant Iégérement le
systéme de cette position, celui-ci subira une force qui I'y raménera (resp. I'en éloignera).
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instable

X

>
>

> Autour d'une position d'équilibre stable g, on peut approximer le profil E,(x) par une parabole (développement
limité a I'ordre 2) :

dE 1 d?E
Ey(@) = Ey(ao) + (z — 0) ST (z0) 5 ( — w0)? 2 o)
=0
d2
En posant k& = dxzp (o), on a alors
dE
i F— e 4
mi e W
mi = —k(z — ) (équation d'un ressort)
. 2 2 k
T+ wo T =wy xo avec wg =4/ —
m

On retrouve I'équation d’un oscillateur harmonique, ce qui veut dire que le systéme oscille autour de sa position
d’'équilibre = avec une pulsation wy d'autant plus grande que la courbure de E,(x) est élevée.

AP - ‘ ‘ o
courbure faible dzEP dzEP( , courbure élevée

‘I"U) oscillations rapides

oscillations lentes {42 (‘I"U) dxz2
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Q Moment cinétique

> Cette fois-ci, au lieu de faire un produit scalaire entre le PFD et la vitesse 7 on fait un produit vectoriel avec la

position OM :
dv 2
md% =

% (O_M AmT) = OMAF
> Alors on appelle moment cinétique en O le vecteur
L—o> = O—I\>/I AmY
Et moment d’une force ? en O le terme
Mo =OMAF

NB : ces grandeurs dépendent du choix du point O!

> La norme de Lo nous renseigne sur |'aire balayée par
OM par unité de temps :

dA 1 ,,—
— = 5—|lLoll
dt 2m
> Notre expression prend alors la forme du théoréme du moment cinétique :
_>
Lo _ 345
e ~ °

> Ces quantités deviennent particuliérement pertinentes lorsque I'on cherche a décrire des mouvement de rotation
du systéme autour d'un axe A. En pratique, on utilise donc souvent la version projetée de ce théoréme sur I'axe
en question, de vecteur directeur ﬁ :
_% _>
dLA M Lan=Lo-ux
—= =M avec .
d Ma = Mo - R

Ce qui présente |I'avantage considérable, de ne plus dépendre du choix de O, tant que ce point est inclus dans A.

O A

, Maug Ty
> On appelle bras de levier la distance entre H
I'axe A et le systeme. Plus cette distance est (V |
importante, plus le moment exercé sera élevé. M

\

Ci-contre le bras de levier HM est plus grand
que H'M’, donc il sera plus simple de mettre
en mouvement le systéme dans la premiere
configuration.

P
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n Exemples de forces en mécanique du point

0 Force de Lorentz

> Une charge g plongé dans un champ électromagnétique (ﬁ,?) subit une force de Lorentz :
Fi=q(E + 7 AB)
> La puissance associée a cette force est donc
PL:}«TE-?:qﬁ.ﬁ car TAB LW

La puissance recue du champ magnétique est nulle. On dit donc que la force magnétique ne travaille pas.

> Dans le cas statique (E et § indépendants du temps), la force électrique est conservative, et son énergie
potentielle associée se met sous la forme
E,=qV

Ou V est appelé potentiel électrostatique.

NB : On a alors
qﬁ:—gradE =—qggradV = E:—graﬁV

> Une particule plongée dans un champ magnétostatique
uniforme suit une trajectoire circulaire uniforme :

e —qTAE — T —va v

Avec v = cste.

e Forces centrales

> On appelle force centrale une force, dirigée en permanence vers un point fixe de I'espace. Par commodité, on
place I'origine du repére sphérique en ce point, de sorte que

%
? = Fe,
> Le moment cinétique d'un systéme soumis a une force centrale est conservé :

dfa  —s —
0 MS=0MAFE =10
dt ~—

. . . . - 7
> Constance de la direction : La premiére conséquence est que le mouvement est plan. En effet Lo = OMAMY L

} . . . A
(OM, 7) donc si sa direction est constante, les vecteurs OM restent et ' dans le méme plan. On peut alors se
placer en coordonnées cylindriques, de sorte que

s
OM:r€_7~> — 2,5 —>

Ly = Lo =mr<0e;
U =re]
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> Constance de la norme : la deuxiéme conséquence
est qu'il existe une quantité constante

C =10

Cette grandeur est appelée constante des aires car
elle est directement reliée a I'aire balayée par unité de A

temps : At

dA 1, — 1
— = —1||Lo|| = =C
= = —|Lgll =5 ({4
Ce principe est connu sous le nom de loi des aires : : >

——
I'aire balayée par le vecteur OM en des temps égaux
est identique.

> Une trajectoire circulaire est nécessairement uniforme :
20
C =r“0 = cste

Donc 7 = cste = 6 = cste.

> Dans le cas d'une force conservative d'énergie potentielle ), on peut exprimer |'énergie mécanique uniquement
en fonction de 7(¢) (et pas des autres coordonnées) :

1 1 C?
E,, = §m7'”2 + M + E,(r) T cste
\_E;\ff/(r)_/ conservative
En effet, d'une part I'énergie cinétique est
1, 1L /., - 1 5, 1 C?
E.= imv ? = im (7" + (7'0) ) ? imr + imﬁ
U=rer+reg C=r20

D’autre part, I'énergie potentielle F, est telle que

F = _gadE,=F& = E,(r,0,z) =E,(r)

e Cas de la force gravitationnelle

> La force gravitationnelle est une force centrale conservative :

Mm Mm
F=-¢1¢ EB=-¢
T T
oo

> Dans I'exemple de la force gravitationnelle d'un astre
de masse M sur notre systéeme, on a

1 C*2 _Mm S :
Eff(r) = —m— — G—— ?
P 2 2 :
2 r T \) 00
La valeur de C fixe le tracé et alors suivant celle de ' 7
E,,, on peut caractériser le mouvement : ey
| . e
= ., , ' . rYA L
Etat lié : lorsque le mouvement reste borné (E,, < 0) !

Etat de diffusion : lorsque r peut tendre vers I'infini
(En > 0) e -
R "‘--‘Etélt lié

Lycée Jean Zay, PT Clem de la Salle © clemdelasalle.fr 10/15


https://www.clemdelasalle.fr

Rappels de premiére année — Mécanique Cours (rempli)
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<

Lois de Kepler :
@ Loi des orbites : Les planétes ont des trajectoires elliptiques, dont le Soleil occupe I'un des foyers
@ Loi des aires : Une planete balaye une aire égale en un temps égal

@ Loi des périodes : En notant T la période de révolution d'une planéte autour du Soleil et a son
demi-grand axe, on peut construire une quantité identique pour toutes les planetes :
T2

— = cste
a3

> On peut démontrer simplement la troisieme loi de KEPLER dans le cadre d’une trajectoire circulaire :

md = F

. M
—mrf? el = —QT;R e
. 472 M
2 _ _
— = =95
T2 72
rig = Q7M = cste

> Dans le cadre d'une trajectoire circulaire, les énergies sont réparties de la maniere suivante :

1 1 _Mm
E,=-E.= iEp avec FE,. = ig "
Ce qui est généralisable a une orbite elliptique de demi-grand axe a :
1 M
E,=—-E.=-E, avec E. = 5g m
a
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> Trois types de satellites sont a connaitre (mission et position)

Satellites géostationnaires : Satellites de localisation :
Mission : Mission :
Obtenir des images fixes de loin de la Terre Calculer la position d'un point a la surface du globe
(GPS) par triangulation (il faut toujours au moins 3
Position : satellites de localisation dans le ciel visible)
Environ 36 000 km d'altitude dans le plan équatorial,
fixe dans le référentiel terrestre Position :

Environ 20 000 km d'altitude

-

Satellites circumpolaire :
Mission :

Obtenir des images rapprochées de la Terre

Position :
Environ 700 km d'altitude, dans un plan Nord-Sud
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m Mécanique des solides

0 Cinématique

> Tous les points d'un solide en translation vont a la méme vitesse (notons la 7A, avec A un point attaché au

solide) :
o = 0%

> Une rotation autour d'un axe A est décrite par le vecteur w
» La norme est la vitesse angulaire de la rotation (rad -s~!)

» La direction est celle de I'axe (orienté par la régle du tire-bouchon
de MAXWELL)

> Un point M d'un solide en rotation a la vitesse angulaire W autour d’un
ﬁ Y axe incluant un point A a une vitesse

—
0 UM =W AAM
> En combinant une translation et une rotation, on peut écrire que

—
x on =0 + & AAM

> On peut définir le moment cinétique d'un solide. Il se trouve que ce dernier est proportionnelle a o
—
Lo=JAW

Et la constante de proportionnalité est appelée moment d’inertie.

> La valeur du moment d’inertie dépend de la répartition de masse : plus celle-ci est excentrée, plus Ja est grand.
Son expression n'est pas au programme, mais permet de comprendre ce résultat :

Ja = ///V r’dm

Avec r la distance entre le point d'intégration M est I'axe A.
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e Dynamique

> Lorsqu’une action se traduit par un moment non nul mais sans force résultante, on parle de couple. C'est le cas

par exemple des liaisons pivot, qui ralentissent la rotation, sans déplacer I'objet.
> Une liaison pivot est dite parfaite (ou idéale) lorsque son couple nul.

Exemple du pendule pesant :

rapport a son axe de rotation Ja
Référentiel : Terrestre (supposé galiléen)

Bilan des actions :

» Poids : ? mq = mg ( cos@e,n —51n969)

» Liaison pivot : Supposée idéale

Calculons les moments des actions :

/Wo)(?) = (ﬁ A ? = —mgdsin 0 ﬂ“aison -0

On peut alors appliquer le TMC :

dL_> — —
TtO = MO(?) + Mliaison

Jaw = —mgdsin 6

D'ou I'équation du mouvement
mgd
A

0+ sinf =0

Systéme : Pendule de masse m et de moment d'inertie par

G Energie
> En multipliant le TMC par &, le terme cinématique (de gauche) devient
W - (hw) <Lw>

On fait donc apparaitre I'énergie cinétique du solide en rotation :

1
.EczziJAw2

%
> Le terme dynamique du TMC quant a lui fait donc logiquement apparaitre la puissance d'un moment M :

P=M &

> On retrouve alors le théoréme de la puissance cinétique :

d
dt( JALU):P

> Dans un solide, les forces intérieures ne travaillent pas (pas de frottements internes). Donc les puissances du

théoréme précédent ne s'ont qu'extérieures

d /1.
a (2JAW ) — Pe:vt
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Bonus : comparaison PFD / TMC

Cours (rempli)

Deuxiéme loi de Newton Théoreme du moment cinétique

Grandeurs d’inertie :

masse m (solide) moment d’inertie Ja

Grandeurs du mouvement :

vitesse U vitesse angulaire o

moment cinétique en O :

N

quantité de mouvement :

7 =m7 Io=OMATF -

solide

Grandeurs dynamiques :

, —
résultante des forces ? somme des moments en O, Mg

Equation d’évolution :

o7 _ 7 ALy — 4@
“F_F —m——2 — =Moo = Ja—~-
dt dt dt 1 dt
solide
s g
Energie cinétique :
c 2 c + 2
solide
Puissance :
P—F.7 P=M @
Théoreme de la puissance cinétique :
dE,
a ="
bof..dt

Théoreme de I'énergie cinétique :

AE.= [Pdt=W

Lycée Jean Zay, PT Clem de la Salle © clemdelasalle.fr

15/15


https://www.clemdelasalle.fr

	Cadre général de la mécanique du point
	Cinématique
	Dynamique
	Énergie
	Moment cinétique

	Exemples de forces en mécanique du point
	Force de Lorentz
	Forces centrales
	Cas de la force gravitationnelle

	Mécanique des solides
	Cinématique
	Dynamique
	Énergie

	Bonus: comparaison PFD / TMC

